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Eddig: Funkciona

Motivacio

lis, logikai viselkedés modellezés

= Biztonsagi, €loségi jellegl kdvetelmények

= Allapotok vagy atmenetek bekdvetkezése, elérhetésége
Bovités: Extra-funkcionalis, kvantitativ modellezés
= Teljesitmény kovetelmenyek

= Megbizhatosagi (szolgaltatasbiztonsagi) kovetelmenyek
Ezen kdvetelmények jellemzoi

= Jdobeliség (pl. fe
= Valoszinlségek (

dolgozasi idok, valaszidok, hataridok)
ol. hiba, Gzenetvesztés valoszinlisege)

Informatikai rend

szerek modelljei

= Diszkrét allapottér

= Folytonos ido



Egy példa

e Egyszeru Petri-halo modell:

varakozo betegek vizsgalat

e

varakozo orvosok
o

4
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e Idozitéseket is tartalmazo modell:

Hany orvos elég az
elfogadhatd
kiszolgalashoz?

varakozo betegek vizsgalat

%@ J O H

varakozo orvosok




Mire jO ez a tipusu modellezés?

e Modellezés ismert elonye: Vizsgalatok a tervezesi
fazisban (meg a koltséges implementacio elott)
= Tervezoi dontések igazolasa
= Alternativak dsszevetése
= Paraméterek ,,hangolasa”

e A modellezés szokasos problémaja: Valosaghtseg

= Paraméterek: IdO és valoszinlségi paraméterek is
o Rendelkezésre allnak-e?
e Ha becslilt értékek, akkor hogyan validalhatok?

= A modell komplexitasanak kezelése
e Az absztrakcio meddig terjedhet?



Milyen modelleket alkalmazunk majd?

Leképzesek

- R Mérnoki
Valosziniségekke
jellemezhetben modellek

bekovetkezb

s Magasabb szintii
maodaeliezese, az . :
id8 paraméter formalizmusok:

fuggvényeben SPN, GSPN, DSPN

Alapszintu matematikai
formalizmusok:

Sztochasztikus folyamat, CTMC



Alapszintl formalizmusok:
Sztochasztikus folyamatok,
folytonos ideju Markov-lancok (CTMC)



Sztochasztikus folyamatok alapjai

e Valoszinlsegi valtozo: Véletlen kimenetell jelenséget ir le
egy adott valdszinlségi terben
= X valsz. valtozo valsz. eloszlasfiiggveénye: F,(x)=P{X<x}
= X valsz. valtozo valsz. slruségfliggvenye: f (x)=dF,(x)/d(x)
e Sztochasztikus folyamat:

= Informalisan: Valdszinlségekkel jellemezhetben bekovetkez6
jelenségek modellezése, az idd6 paraméter fliggvenyeben

= Példa: Allapotok valdszin(iségeinek véltozésa az id6ben
e Valoszinliségi valtozdk halmaza {X(t), Y(t), ...}
e t (id0) paraméterrel

lllll

o Viselkedés megjelenitése:

= Trajektoriak halmaza a folyamat allapotaira (valoszinlségi térben)
= Az 0sszes lehetséges trajektodria jellemzi a sztochasztikus folyamatot
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Egy trajektoria megjelenitése
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e Y(t) valsz. valtozo adja meg a folyamat allapotat

o Allapotok tartasi idéi: t,, t,, ..
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Markov folyamatok

e Olyan sztochasztikus folyamat, amire jellemz6 a Markov
tulajdonsag:

Mindent > t, >t _, > ... > t, esetén, X(t) allapotra:

P{IX(O)=x | X(t,)=Xn, X(t;-1)=Xn-1s - X(Eg)=Xor = P{X(O)=X | X(t,)=X,}
o Informalisan: ,Emlékezetnélkiili” tulajdonsag

= A jovobeli allapot (t-ben) csak az aktualis allapottol (t -ben) fiigg, és

nem fiigg a korabbi allapotoktdl

e Diszkrét allapotteri Markov folyamatok: Markov-lancok

= Diszkrét allapotokban valo tartozkodas idejével (tartasi ido)
jellemezhetok a trajektoriak

= A 1 tartasi ido negativ exponencialis eloszlasu: P{t<t}=1-e™
e Az egyetlen eloszlasfiiggvény, ami a Markov tulajdonsagot teljesiti

e Barmely iddpillanatban a maradék tartasi idd statisztikailag fliggetlen
attdl, hogy eddig mennyi idot toltott a folyamat az adott allapotban
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Folytonos ideju Markov-lancok (CTMC)

e CTMC: Continuous Time Markov Chain
= Folytonos id0 paraméter, diszkrét allapottér

o Jelblések, tulajdonsagok: @ Q.(t 4, 1) @
j\*n-17 *n

= Diszkrét allapotok: sy, Sy, ..., S,
Allapotatmenet val6szinlisége: Qy(t,.1,t,)= P{S(t,)=s; | S(t,.)=s}
Homogen Markov-folyamat:  Q,(t,t+At)= Q;(At)
 Allapotatmenet valdszinlisége nem valtozik az ido fliggvényében
Allapotatmeneti intenzitas (gyakorisag, rata):
.1
R; (t) = i!E‘OA_tQij (At)
Allapot elhagyéas Osszesitett intenzitasa egy s allapotra:

E(s)= > R,

s'eS,s#s'
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Egy egyszerti CTMC

e CTMC szokasos megjelenitése:
= Allapotok (kezdd valdszin(iségekkel)

= Minden allapotparra az allapotatmeneti intenzitas
(ahol nem nulla, csak ott van feltiintetve)
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CTMC alkalmazasok

e Megbizhatosagi modellezés:
= Komponens allapotai: Hibamentes s, vagy hibas sj allapot

= Gyakorlati tapasztalat elektronikai komponensekre:

e A hibamentes allapot tartasi ideje exponencialis eloszlassal jellemezhet6
a tipikus hasznalati tartomanyban

o Az exp. eloszlasfiiggvény paramétere: Meghibasodasi gyakorisag, A
e A javitasi idot is exp. eloszlassal veszik figyelembe (egyszerUsités), n

= Igy a modell: 2

COMEIN Y

e Teljesitmény modellezés
= Sorbanallas - kiszolgalas
e M/M/1 sor: ,Markovi” beérkezeési és kiszolgalasi idok
e Allapottér mint CTMC vehet fel

14



Pelda: Megbizhatdsagi modellezes

o Két szerverbol (A, B) allé rendszer:
= Barmelyik szerver meghibasodhat
= A szerverek kiilon-kilon vagy egyitt is javithatok

e Rendszerszintl allapotok: Mely szerverek jok

o Allapotitmenetek (exponencidlis eloszlasu id6zités):

= Az A szerver meghibasodasa: A, meghibasodasi tényezd
= A B szerver meghibasodasa: Lg meghibasodasi tényez6
= Egy szerver javitasa: W, javitasi tényezo
= Teljes rendszer javitasa: U, javitasi tényezo
Ag
2 (0j6
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CTMC jeldlések

e CTMC=(S, R)
S allapotok halmaza
R: SxS—R,, allapotatmeneti intenzitas (rata) matrix
A paraméterek jelentése (Id. késobb):
o P{s-b6l s™-be megy at t id6n beliil} = 1-eR(SSI
o P{s dllapot elhagyasa t id6n beliil} = 1-e ES)t

Ebbol: Q = R—diag(E) ,infinitezimalis generatormatrix”
e Jelblések a trajektoriara:

= 6 =5, t, Sy, ty, ... (tidopontban lép ki s-bol)

= c@t az allapot a t idopillanatban

= Path(s) az s-bol induld Utvonalak halmaza

= P{s, o} egy utvonal bejarasanak valdszinlsege
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Példa: CTMC jelolések
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CTMC megoldasa

e Tranziens allapotvaloszintiségek:
= 71(s, ', t) = P{cePath(s) | c@t=s"} annak valoszinlisége, hogy
s-bol indulva a t idopillanatban s’-ben tartozkodik
= g(s, t) az allapotok valoszinliségei s-bdl indulva t idopillanatban

= CTMC tranziens megoldasa:

dz(s,t) Allapot tartasi ideje:

it — 71(5, t)g P {s-ben marad t ideig} =e™=""

o Allandésult allapotbeli allapotvaldszinliségek:
= n(s, s") = lim._, n(s,s,t) az allapotok valdszinlisége s-bdl indulva
= 7(s) az allapotok valdszinlisége (sorvektorként)
= CTMC allanddsult allapotbeli megoldasa:

7(s)Q =0 ahol ) z(ss)=1

SI
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Miért beszéltiink minderrol?

e A Markov-lancok jellegzetessegei
= Elony: Matematikailag jol kezelhetok, megoldasi modszerek vannak

= Hatrany: Nagy allapottereket nehézkes felvenni gyakorlati
rendszerek modellezése soran

e Egyszer( allapotok és atmenetek szintjén kellene modellezni
e Nem jol tamogatja konkurens események, szinkronizacid modellezését
» Nincs lehetoség hierarchikus modellezésre

e Mire hasznaljuk a Markov-lancokat?

= Alapszintl (hattér) formalizmus magasabb szintl modellekhez
e Sztochasztikus Petri-haldkhoz
e Sztochasztikus processz algebrakhoz
= Sztochasztikus Petri-halo elérhetoségi grafja CTMC lesz
e Markov-lanc megoldasa, ezen végzett ellendrzés felhasznalhato
= Analdgia: Petri-hald elérhetdsegi grafja mint Kripke-struktura
e A modellellenorzés a Kripke-struktiran végezheto
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Sztochasztikus Petri-haldk

21



Definicio

e Alapkoncepcio: Az ido modellezese
= Az idot a tranziciok tlizeléséhez kotjik: a tlizeléssel leirhato
tevékenység, torténes, allapotvaltozas idejét modellezziik
e Egy Petri-halot sztochasztikusnak neveziink, ha
= Minden tranzicidjahoz tlizelési idot (késleltetést) rendeliink

= A tlzelési késleltetés véletlen (valoszinliségi valtozéval irhato le,
egy adott eloszlas szerint adja meg a késleltetési idot)

= A tlizelési kesleltetés statisztikailag fliggetlen a tobbi tranzicio
késleltetési idejétol
o Sztochasztikus Petri-halo osztalyok attekintése
= Sztochasztikus Petri-hald (SPN)
= Altalanositott sztochasztikus Petri-hald (GSPN)
= Determinisztikus és sztochasztikus Petri-halo (DSPN)
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Sztochasztikus Petri-halok (SPN)

e SPN: Stochastic Petri Net

o Az egyszerl Petri-halok kiterjesztése
= A tranziciokhoz véletlen tiizelési késleltetést rendeliink

= A késleltetés negativ exponencialis valoszinlségi
eloszlasfliggveénnyel jellemezheto

= Jeldlés: A; egy T, tranzicio d, késleltetési idejehez tartozo
negativ exponencialis eloszlas paramétere (poz. valos szam)
= Ez alapjan:

Pid, <tl=1-¢e" Pld >tl=¢e" (n

o Grafikus jelolés T h
= Tranziciok mint Ures téglalapok
= Neg. exp. eloszlas paramétere: épg

tranzicio tlizelési gyakorisaga, ,rataja”
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A tlizelési szemantika valtozasa

e Engedélyezettseg feltetele: Nem valtozik
= Minden bemeno él végen levo helyen legalabb annyi
token van, mint amennyi az €l sulya
e Tlzelési szabaly: Egy tranzicio tiizelhet egy t+d
idopillanatban, ha
= t idopontban engedélyezetté valt

= d késleltetési idot sorsolt a hozza tartozo
eloszlasfliggveény szerint

= a [t, t+d) idotartomanyban folyamatosan engedélyezett
volt

e Tlizelés utan, az Uj jelolésben az engedélyezette
vald tranziciok Uj késleltetéseket sorsolnak
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Mi torténik, ha tobb tranzicid engedélyezett?

e Az a tranzicio tiizel, amelynek hamarabb letelik a sorsolt
késleltetesi ideje
= Engedélyezett tranziciok versenyben vannak
= A sorsolt idok alapjan (valoszinliségi) dontés
e Az engedeélyezetten marado tranziciok helyzete egyikiik
tlizelése utan:

= A tlizeléskor Uj jelolés alakul ki

= Mik lesznek ekkor az Uj késleltetések?

o A késleltetési ido exponencialis eloszlasa miatt fennall az
,emlékezetnélkiliség” (Markov-tulajdonsag)

e A tlizelésig hatralévd ido statisztikailag fiiggetlen az
engedélyezetté valas 6ta eltelt idotol

e Az engedélyezett tranziciok tiizelésig hatralévd ideje ugyanugy
exponencialis eloszlasu marad
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Elerhetosegi graf: Konkurens tranziciok

e Ha T, tizel d,>0 késleltetéssel, akkor mi lesz T,
tlizelésének késleltetési ideje az Uj jelolésben?

= )\, paraméterd exponencialis eloszlasu marad, az eredeti
eloszlasfliggvéeny Markov-tulajdonsaga miatt
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Elerhetosegi graf: Konfliktusban Iévo tranziciok

e Milesz az m, jel6lés tartasi ideje?

= Két exp. eloszlasfliggvényl valoszinliségi valtozo
minimuma hatarozza meg
e Tétel: Ez is exp. eloszlasfiiggvenyl, A,+Ai, paraméterrel

= Tehat a tartasi id6 exponencialis eloszlasfiiggvénnyel
jellemezhetd, aminek paramétere A,+2,

= A tartasi ido varhato érteke 1/(A+1,)

27



Altalanositas

e Ha nszamq, A, A,, ..., A, paraméterd tranzicid
engedélyezett egy m jelolésben, akkor
= Az m jelolés tartasi idejét jellemzo exponencialis eloszlas

paramétere:
Mt A+ + 4,
= Az m jelolés elhagyasanak varhato ideje:
1
A+ A+ + A

= Annak a valoszinlsége, hogy a A, paraméterd tranzicio

tlzel eloszor:
ﬁ“l

A+ A+ + A
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Jellemzok dsszefoglalasa az SPN-re

e Az Uj jelolés kialakulasahoz sziikséges ido exponencialis
eloszlasu

= Konfliktusban |évo vagy konkurens tranziciok esetén is

144 7

o Az idozitéssel ellatott elerhetosegi graf egy folytonos idejl
Markov-lanc (CTMC)
= Strukturaja fliggetlen a tranziciok paramétereinek érteketol
= Allapotatmeneti rata: a tiizel6 tranzicid A paramétere

= A CTMC megoldasi mddszerei hasznalhatdk az SPN analiziséhez
e Az analizis eredményei
= Allandésult allapotbeli (aszimptotikus) megoldas (1étezik, ha az SPN
korlatos és megfordithatd):

o Jeltlések allandosult allapotbeli valdszinlisége
o Tokenek szamanak varhato ertéke egy-egy helyen
e Tranziciok tizelési gyakorisaga

= Tranziens megoldas:
o Jelblések valdszinliségi idofliggvenyei
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Példa: M/M/1 sor

e Egy szerver szolgal ki sorban allo keréseket

e Exponencialis eloszlasfiggvennyel jellemezhet6:
= Kéresek beérkezesének idokozei
= Kiszolgalasi ido
varakozok kiszolgalas alatt
. >| - >
—O—=—C—
52668:
e Meghatarozhato (kilonféle paraméterek mellett):

= Szerver kihasznaltsaga, sziikséges szerverek szama
= Varakozok atlagos szama




Pelda: Megbizhatdsagi modellezes

o Két szerverbol (A, B) allé rendszer:
= Barmelyik szerver meghibasodhat
= A szerverek kiilon-kilon vagy egyitt is javithatok

e Rendszerszintl allapotok: Mely szerverek jok (AB, A, B, N)

o Allapotitmenetek (exponencidlis eloszlasu id6zités):

= Az A szerver meghibasodasa: A, meghibasodasi gyakorisag
= A B szerver meghibasodasa: Lg meghibasodasi gyakorisag
= Egy szerver javitasa: 1, javitasi tényezo (gyakorisag)

= Teljes rendszer javitasa: U, javitasi tényezo (gyakorisag)
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Példa: Modell egyszerlisités azonos
parameéteru konkurens tranziciokra

ITg
( ;_ —————— N = AN f/ r .
\ . >, e | 0]
N 7
Y a2 O Tamey | | ™
'S5 Nl A
l (:::;ps ( \04 ' >(’L\m2
\ e e o L _ \_’j ' 41 D)

Jel6lésfliggd paraméterek idozitett tranziciokhoz
= Modellezési erot nem novel

= Bemeno €lhez vagy bemend tiltd élhez kapcsolddo hely jelolésétol

fligghet az exponencialis eloszlasfliggveny paramétere
32



Példa: Redundans rendszer megbizhatosagi modellje

o Két azonos tipusu szerver
e Egy-egy szerver meghibasodasi tényezdje A

= Azaz A\ paraméterd exp. eloszlasfiiggveny alapjan
sorsolhato ido eltelte utan hibasodik meg

= A szerverek fliggetlenil hibasodhatnak meg

e A hiba detektalasi ideje 6 paraméteru exp.
eloszlasfliggvénnyel jellemezheto
= Egyszerre tobb szerver hibaja is detektalhato
e A hiba javitasi ideje pn paraméteru exp.
eloszlasfiiggvennyel jellemezheto

= Egyszerre tobb szerver is javithato
(nem csak egy szereld van)
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Példa: Redundans rendszer megbizhatdsagi modellje

e Az SPN modell:

T, A-m(healthy) faulty

\\

T., wm(repair) T4, o-m(faulty)

repair

34



Példa: Redundans rendszer megbizhatosagi modellje

o Az elérhetOoseégi graf: (nealthy, faulty, repair) jelslésre

ITn m s
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Példa: Redundans rendszer megbizhatosagi modellje

e Az elérhetosegi graf mint CTMC: (healthy, faulty, repair)
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Tovabbi sztochasztikus Petri-halo
osztalyok
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Altalanositott sztochasztikus Petri-halok

e GSPN: Generalized Stochastic Petri Net

o Kiterjesztések SPN-hez képest

= Azonnal tranziciok
e Logikai fliggoségek modellezésére

= Prioritasok tranziciok kozott
o Konfliktusok feloldasara

= Tilto élek
= Orfeltételek
o EgyszerUsités (élek helyett predikatumok)
o Az elérhetOségi graf tovabbra is CTMC
= Elt(ino (vanishing) jeldlések
= Adott ideig fennallo (tangible) jelolések
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GSPN formalis definicio

GSPN=(P, T, I, O, m,, H, 1, L, G)
HcPxT tilto élek
[1: T—Z prioritasok

L:

Idozitett tranziciok: 0 a prioritas

Azonnali tranziciok: >0 a prioritas;

ez alapjan végezheto konfliktusfeloldas kozottiik
T—R* a tranziciok paraméterei

Idozitett tranziciok esetén: A késleltetési ido sorsolasahoz a
negativ exp. valoszinusegi eloszlasfiggveny parametere

Azonnali tranziciok esetén: Sulyok az azonos prioritasu,
konfliktusban levo engedelyezett tranziciok kozotti veletlenszeru
valasztashoz

: T>Boole-fv tranzicidkhoz rendelt orfeltételek

Az adott atmenet engedélyezetté valasahoz igaznak kell lennie
A jeloléseken értelmezett, pl. [m(P)>2], ahol m(P) a P hely jelolése
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GSPN példa

e TObb processzor (proc)

= Adott gyakorisagl kommunikacios igény (access)

e K0z0s buszon (bus) ket kommunikacios egyseg (cm1, cm?2)

= Adott valdszinliséggel cm1 vagy cm2 hasznalata

e Elemezheto:

proc

ook

= Varakozok atlagos
szama az egyes
kommunikacios O
egysegekre access

= Busz kihasznaltsag eq2 A
(foglaltsag)

= Kommunikacios
egysegek use2
kihasznaltsaga

i
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Determinisztikus és sztochasztikus Petri-haldk

e DSPN: Deterministic and Stochastic Petri Net

e Tovabbi kiterjesztések:

= Determinisztikus késleltetéssel (tlizelési idovel) ellatott

tranziciok is lehetségesek
o Konstans késleltetést jelent a tranzicio tizelésehez

e Hasznalhato a determinisztikus idejli aktivitasok modellezésére
(pl. javitasi id0 a megbizhatosagi modellezésben)

» Jelolés: Befeketitett vastag téglalap

e Az analizis hatékonysaganak feltétele:
= Egy jeldlésben csak egy determinisztikus idozitesu
tranzicio legyen engedélyezett

= Ez esetben az elérhetosegi graf Markovi analizissel
vizsgalhato marad
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Altaldnos idzitett Petri-haldk (TPN)

e Altalanos eloszlasfiiggveny adhato a tranziciok
tlizelési idejének (késleltetésének) sorsolasahoz

o Altaldnos esetben az elérhetdségi graf nem CTMC
= Strukturaja fligg az eloszlasok paramétereitol

= Markovi analizissel nem vizsgalhato
e Specialis esetekre van csak analitikus megoldas

= Szimulacioval vald megoldas szokasos
e Nehéz, ha eltéro a késleltetések nagysagrendje
e Nem trivialis a késleltetések Ujrasorsolasanak
szemantikaja egy-egy Uj jelolésben
= Mivel az eloszlasfiiggveny nem emlékezetnélkdli, van
jelentosége annak, hogy van-e és milyen az Ujrasorsolas
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Az idozitett tranziciok altalanos szemantikaja

e Hogyan torténik a konfliktusfeloldas?
= ElGvalasztas (preselection): A keésleltetéstol fliggetlen a dontés
= Verseny (race): A sorsolt késleltetési ido dont (modellekben gyakoribb)

e Mi torténik tlizelés utan egy-egy Uj jeloles kialakulasakor?
= A modellezett tevékenység folytatddik, vagy ujra kell kezdeni

Szemantika:
Késleltetés sorsolasa
az Uj jelolésben

Tranzicio engedélyezett
marad az Uj jelolésben

Tlizelése elott az
engedélyezettségét elvesztd
tranzicié Ujra
engedélyezetté valik

»,Race with
resampling”

Ujrasorsolas az eredeti
eloszlas szerint: ,Ujrakezd”

Ujrasorsolas az eredeti
eloszlas szerint: ,Ujrakezd”

»Race with enabling
memory”

Ujrasorsolas a maradék idd
szerint: ,folytatodik”

Ujrasorsolds az eredeti
eloszlas szerint: ,,Ujrakezd”

»Race with
age memory”

Ujrasorsolas a maradék idd
szerint: ,folytatodik”

Ujrasorsolas a maradék idd
szerint: ,folytatodik”
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Reward fiiggveények

e Cél: Haszon (vagy koltség, ha negativ) fiiggvenyek
megadasa
o Rata jellegl reward (rate reward):
= Jeloléseken értelmezett, haszon/idoegyseg erteket ad meg

= Pl.: Ha jo a szerver, 300 Ft/ora haszon, egyébként 200 Ft/ora kotbér:
if (m(healthy)>0) then ra=300 else ra=-200

= Jdointervallumra: a reward rata ido szerinti integralasaval szamolhato
a haszon

e Impulzus jellegl reward (impulse reward):

= Egy-egy tranzicio tlizeléséhez adja meg a haszon/tlizelés erteket
= Példa: Egy-egy javitas koltsége 500 Ft:

if (fire(Repair)) then ri=-500
= Iddintervallumra: tiizelésekre 6sszegezhetd haszon
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Stochastic Reward Network: Mobius

B Multi-Proc: memory_module

Fle Edit ‘View Elements Help
HOBRIONNENEYN
......................................................... =
DI RN

~interface-_chips
S S S S S S SISO
£ | >
Mgius Miibius SAN Editar <Re

M memory_module Yersion Number, 4

E Multi-Proc: multi_proc
File Edit WYew Elements Help

RIUICIENEE

@  iibius Reproin Model Editor
M“C!ﬂls multi_proc ersion Number: 4

Submodel

46



Stochastic Reward Network: Mobius
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Osszefoglalas

e Hatter: Sztochasztikus folyamatok €s modellek
= Folytonos ideju Markov-lancok
e Petri-halo kiterjesztések
= SPN: neg. exp. eloszlasfv. szerint idozitett tr.
= GSPN: azonnali is
= DSPN: determinisztikus idozitésu is
= TPN: altalanos eloszlasfv. szerint idozitett tr.
e Reward (haszon) fiiggvények
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