Elagazo idejl temporalis logikak:
Computational Tree Logic
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Linearis es elagazo ideju temporalis logikak

} {Piros} {Piros, Sarga}

{zoldy  {Sarga
o)

{zold}

{Villogd} {&?ZK

elagazé
idejd {F¢ros} Piros}

{Piros Zarga} {\Wllogd} i {PiLos SargakyVillogd}
linearis @ @ @
idej(i v 4

Logikai id6
{zold} {Sarga} {Piros}  {Piros, Sarga} elagazé idévonalak
@ =@ ’@ ’@ = mentén

Logikai id6 mint id6vonal (egy-egy lefutas)




Utvonalak vizsgalata (linedris TL)

« Egy-egy utvonal allapotain értelmezett operatorok
 F, G, X, Uinformalisan:
— F p: ,Valamikor p”, egy elérhet6 allapotban igaz lesz p
— G p: ,Mindig p”, minden elérhet allapotban igaz lesz p
— X p: ,Kovetkezb p”, a kovetkezb allapotban igaz lesz p

— p UQq:,pamigq’, egy elérhet6 allapotban igaz lesz q, és
addig minden allapotban igaz p
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Elagazasok vizsgalata (elagazo TL)

Egy-egy allapotban utvonal kvantorok:

* E p (Exists p): Létezik legalabb egy utvonal,
ahol a p kovetelmény teljesul
— Egy lehetseges elagazas mentén vizsgal
— Egzisztencialis operator

« A p (forAll p): Minden utvonalra fennall,
hogy a p kovetelmeny teljesul
— Minden lehetséges elagazast magaba foglal
— Univerzalis operator




Elagazo ideju temporalis logikak

« CTL*: Computational Tree Logic *
TetszOleges kombinacioja a kovetkezdknek:
— Utvonal kvantorok (E, A),

— Utvonalakon az allapotokra vonatkozé operatorok
(F, G, X, U)

« CTL: Computational Tree Logic

— Allapotokra vonatkozé operatorokat mindig kdzvetlendl
meg kell el6znie utvonal kvantoroknak

— Allapotokra vonatkozé operatorok nem kombinalhatok

CTL operatorok (példak)
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Peéldak CTL illetve CTL* kifejezésekre

A(p = F q):
— Minden utvonalra igaz, hogy amennyiben p fennall az utvonal kezdetén,
akkor ezt a jovoben olyan allapot fogja kovetni, ahol q fennall
E(p A GQ):
— Létezik olyan utvonal, hogy ennek kezdetén p fennall és minden allapotan q
is fennall

E(XXXp v FQq):
— Létezik olyan utvonal, hogy

» vagy ennek negyedik allapotan fennall p,
+ vagy valamikor a jovében q fennall

AG EF p:

— A rendszer barmelyik elérhet6 allapotara igaz, hogy onnan indulva olyan
allapotba vihet6 a rendszer, ahol p igaz

EF AG p:

— Lehetséges, hogy a rendszer olyan allapotba kerul, hogy utana p mindig
igaz lesz

AG (p = AF q):

— A rendszer barmelyik elérhet6 allapotara igaz, hogy ha ott p igaz, akkor
barmely onnan indulé uton valamikor g mindenképpen igaz lesz

CTL” formalis szintaxis

Allapot-kifejezések: Allapotokon kiértékelhetd

— S$1: Minden P atomi kijelentés egy allapot-kifejezés

— S2: Ha p és q allapot-kifejezések, —p és pAq is

— S3: Ha p utvonal-kifejezeés, akkor E p és A p allapot-
kifejezesek.

Utvonal-kifejezések: Utvonalakon kiértékelhetd

— P1: Minden allapot-kifejezés utvonal-kifejezés

— P2: Ha p és q utvonal-kifejezések, akkor —p é€s pAq is

— P3: Ha p és g utvonal-kifejezések, akkor Xpésp U qis

Ervényes CTL* kifejezések: A fenti szabalyok
alapjan generalt allapot-kifejezések




CTL* szemantika: Jelolések

M=(S, R, L) Kripke-struktura

n=(Sy, S1, Sy,...) @z M egy utvonala, ahol
S, a kezdoallapot es Vi20: (s, si.1)eR.
T=(S;, Si+1, Sisn,--.) @ 7 Utvonal szuffixe i-tol.

M, E p jelentése:
az M modellben a n utvonalon igaz p

M,s = p jelentése:
az M modellben az s allapotban igaz p

CTL* szemantika: Allapot-kifejezések

S1: M,;s E P a.cs.a. PelL(s)

S2.

—M,s F —p a.cs.a. M,s F p nemigaz
—M,sEpangqa.csa.M;sEpésM,sEQ
S3:

— M,s E E p (ahol p utvonal-kifejezés)

a.cs.a. letezik m=(s,, s1, S,,...) Utvonal M-ben
s=s, mellett, hogy M,= F p.

—M,s EAp (ahol p utvonal -kifejezés)

a.cs.a. minden n=(sy, Sy, S,,...) utvonalra M-ben
ahol s= s, fennall igaz, kogy M T EPp.




CTL* szemantika: Utvonal-kifejezések

 P1: M,=n F p (ahol p allapot-kifejezeés)
a.cs.a. M,s; F p.
- P2:
—M,= E —p a.cs.a. M,r E p nem igaz
—M,= Epaqa.cs.a. MirEpésM,nEq
* P3:
—M,rEXpa.cs.a. M,;n'Fp
-M,=rEpUqga.cs.a
3j>0:(M, 7' Eq valamint YO< k<j: M,z" E p)

CTL formalis szintaxis (CTL*-hoz képest)

- Allapot-kifejezések: Allapotokon kiértékelhetd
— $1: Minden P atomi kijelentés egy allapot-kifejezés
— S2: Ha p és q allapot-kifejezések, —p és pAq is
— S3: Ha p utvonal-kifejezeés, akkor E p és A p allapot-
kifejezések.
. Utvonal klfejezesek Utvonalakon klertekelheto

« Ezek helyett egy szabaly.
— PO: Ha p és g allapot-kifejezések,
akkor X p és p U q utvonal-kifejezések.
Utvonal-kifejezések nem kombinalhatok,
rogton hozzajuk ,ragad” az utvonal kvantor




CTL* de nem CTL
« E(XXX Piros)

— A tobbszoros X operator hasznalat miatt
egymasba agyazott utvonal-kifejezések vannak,

— azaz a két kuls6é X operatort utvonal-kifejezésre
alkalmaztuk

 E(X Piros v F Sarga)
— Boole operator van utvonal-kifejezések kozott
* A(X G (Piros A Sarga))

— Egymasba agyazott utvonal-kifejezések vannak

CTL formalis szemantika

« Allapot-kifejezések:
— S1, S2, S3 szabalyok (lasd CTL*) valtozatlanok.
- Utvonal-kifejezések:
— P1, P2, P3 helyébe Iép6 uj PO szabalyra:
PO:
— M,z E X p ahol p allapot-kifejezés
a.cs.a. M;s,; Fp
— M,= E p U q ahol p,q allapot-kifejezés a.cs.a

3j>0:(M,s; Fq valamint VO<k < j: M,s, F p)




Mintapelda: Kolcsonos kizaras

« Keét processzbdl allo rendszer: P1 és P2

* Processz allapotok a kovetelmenyek
szempontjabol:
— Kritikus szakaszban van: C1, C2
— Nem-kritikus szakaszban van: N1, N2
— Kritikus szakaszba beléepést probal: W1, W2

« Atomi kijelentések:
AP ={C1, C2, N1, N2, W1, W2}

Mintapélda (folytatas)

» Biztonsag: Egyszerre csak egy processz lehet a
Kritikus szakaszban:

AG (—(C1 A C2))

. El&ség: Ha egy processz varakozik, akkor elébb-
utobb mindig beléphet:

AG (W1 = AF(C1)) és AG (W2 = AF(C2))
« Egy processz barmikor megprobalhat belepni
AG (N1 = EXW1) és AG (N1 = EX W1)

 Flexibilitas: Nem csak ciklikusan (egymast valtva)
lephetnek be a kritikus szakaszba:

EF(C1 A E[C1U (=C1 A E[-C2 U C1])])
EF(C2 A E [C2 U (—=C2 A E[-C1 U C2])])




KifejezOkepesseg

« Egy temporalis logika kifejezOképessege nagyobb
egy masikénal, ha kepes olyan tulajdonsag
megfogalmazasara, amire a masik nem.

« Eddigi tapasztalatok:

— Linearis idejl logika nem tudja figyelembe venni a
lehetséges elagazasokat
(implicit ,minden utra” jellegl vizsgalat lehetséges)

— CTL kotottebb, minta CTL*,
ezert kevesebb tulajdonsag megfogalmazasara képes

— CTL* magaba foglalja a lehetséges PLTL kifejezéseket

LTL, CTL, CTL* kifejezOkepessege

& CTL* h
PLTL CTL
J
\ J
A(F(p A X q)) EG(EF p)
(impIi,cit A
operator)  \pUq)  AF(p A Xq)) v EG(EF p)
(implicit A

operator)




Kifejez6kepesseg - formalisan

« TL1 és TL2 logikak kifejez6képessége azonos, ha
minden M modellre és annak minden s allapotara:

VpeTL1:

(3geTL2: (M,sEp< M,sEQ)),
vVge TL2:

(ApeTL1l: (M, sEp<= M,sFEQ))

» Ha csak az elso kifejezes igaz,
akkor TL1 kevésbé kifejezd, mint TL2

FairCTL: A ,fair’ utak megadasa

« A kovetelmények ellenérzésének korlatozasa a ,fair” utvonalakra

— Trivialis ellenpéldak kihagyasa (pl. mindig reset, minden Uzenet elveszik)
« Modositott kvantorok:

— A, p: minden ,fair” utvonalon

- E, p: létezik ,fair” utvonal
* Az A, es E kvantorokban szerepl6 g utvonal-kifejezes formai:

— GF r: az r allapot-kifejezés végtelen sokszor el6fordulhat
a ,fair” utvonal mentén (,nincs kieéheztetés”)

— FGr: az r allapot-kifejezés csaknem mindig igaz
a ,fair” utvonal mentén (,uzemi allapot beall”)

* Moddositott operatorok jelentése:
— AF pjelentése az A(Q = F p) CTL* kifejezés
— E,Gpjelentése az E(q A Gp) CTL" kifejezes
* FairCTL elbnyei:
— ,Fair” utvonalakra korlatozhato az ellenérzés
— A CTL modell ellenérzés egyszerlisége megmarad




CTL modell ellenorzeés:
Szemantika alapon

A modellellen6rzés feladata

Kripke struktura M CTL*, CTL kifejezés p
i Modellellendrzé n
Ms|=p?
OK Ellenpélda




Megkozelités

 Globalis modell ellendrzés:

— Adott p CTL kifejezés esetén Sat(p) szamitasa:
Azok az allapotok, ahol igaz p

— Ezeket az allapotokat p-vel cimkezzuk
— Ezutan seSat(p) egyszerien vizsgalhato egy adott s
(kezd6)allapotra
« Sat(p) szamitasa inkrementalisan torténik
— Cimkézett allapothalmazok bévitése

— A bovités vege: Nem n6 a cimkézheto allapotok
halmaza

CTL modell ellen6rzés allapot cimkézéssel

+ Kifejezések felbontasa azok strukturaja alapjan,
és ,belulrdl kifeleé” Sat(..) halmaz szamitasok:
AF (P AE(QUR))

S y

N /
- Allapotok cimkézése: Hol igaz egy adott kifejezés?

— Kiindulas: KS cimkézve van atomi kijelentésekkel

— Tovabblépeés: Cimkézes az 0sszetettebb kifejezésekkel

* Ha p illetve q cimkék mar vannak, akkor megadhato, hol lehet
—P, pAq, EXp, AX p, E(p U q), A(p U q) cimke
 Inkrementalis cimkézés a szemantika definicio alapjan!




Hol igaz egy adott kifejezés?

« P (atomi kijelentés) azokban az s allapotokban
igaz, ahol PeL(s)
— Itt P cimkeként mar szerepel a KS-ban

« —P azokban az s allapotokban igaz, ahol PgL(s)
— Ezek az allapotok —P kifejezéssel cimkézhetbk

* pAQ azokban az s allapotokban igaz,
ahol p és g isigaz
— Egy allapot cimkézeése lehet pAq, ha cimkéi kozott mar

van p €s q

Temporalis operatorok: EX, AX, E(U ), A(U)
esetéere kell még megadni a cimkézesi eljarast

Az AX, EX alaku kifejezések

« EX p azokban az s allapotokban igaz, amelyeknek
van olyan rakovetkez6 allapota, ahol p igaz

— Egy allapot cimkézése lehet EX p, ha van olyan rakovetkezd
allapota, ami p-vel cimkézett

O O
Pl 0 EXp ~ 0
\‘Q \‘Q

 AX p azokban az s allapotokban igaz, amelyeknek
minden rakovetkez6 allapotaban p igaz

— Egy allapot cimkézése lehet AX p, ha minden rakovetkez6 allapota
p-vel cimkézett

.p 257 .p

p
by o
\‘p \A.p




Az E(p U q) kifejezések

 Holigaz E(p U q)?
— Azonossag: E(pUQg)=qv(pAEXE(pUQq))
— ,Rekurziv” képlet...

» Tehat mely allapotok cimkézhetdék E(p U q)-val?

— Ha s cimkézett g-val, vagy

— ha s cimkézett p-vel, és legalabb egy rakovetkez6je mar cimkézett
E(p U gq)-val
* lteracio adodik:
— g-val mar cimkézett allapotok adjak azokat az allapotokat,
ahol el6szor megjelenik az E(p U q) cimke
— Ezek megel6z6 allapotait kell végignezni:
Ha szerepel ott a p cimke, akkor rateheté az E(p U q) cimke is

— lgy visszafelé jarjuk be azokat az Utvonalakat, amik p-vel cimkézett
allapotokon keresztul visznek g-val cimkeézett allapotba

Az E(P U Q) cimkezés

e o
orn s 4] s —8E,

Kripke struktura a
kezdo cimkézéssel

PUQ)

Masodik C{ {EP(F?}U Q)
lépés: P A EX

E(P UQ) E(P U Q)
« Az iteracio addig
tart, mig n6 az . O

allapothalmaz ({ {P Q}
(fixpontot érlnk el) Harmadik E(PU Q)
lépés: P A EX




Az A(p U q) kifejezések

 Holigaz A(p U q)?
— Azonossag: ApUqg)=qv(pAAXA(p UQq))
— Ezis ,rekurziv” képlet...
» Tehat mely allapotok cimkézhetdk A(p U q)-val?
— Ha s cimkézett g-val, vagy
— ha s cimkézett p-vel, és minden rakovetkezdje
mar cimkézett A(p U q)-val
* lteracio adodik:
— g-val mar cimkézett allapotok adjak azokat az allapotokat,
ahol el6szor megjelenik az A(p U q) cimke

— Ezek megel6z6 allapotait kell végignezni:
Ha szerepel ott a p cimke, és minden rakovetkezd allapotukon
szerepel az A(p U q) cimke, akkor ezekre is ratehet6 az A(p U q)
cimke

Ezzel a formalis szintaxisban hasznalt operatorokat lefedtik!

Cimkeézeés leirasa halmazmiveletekkel

« A cimkézes bovitese halmazmiuveletekkel torténik
— Z kezdb6halmaz adott (az el6zb lepések alapjan)

— Inkrementalis bovités definicioja a Z halmazhoz tartozo
(mar cimkézett) allapotok megel6z6 allapotain:

prec(Z)={seS | létezik olyan s’, hogy (s,s’)eR és s’eZ}
pre,(Z)={s€S | minden s’-re, ahol (s,s’)eR: s’eZ}

Bonusz kérdés: pre,(Z) felirhato-e preg() segitségevel?
. Példa: E(P U Q) esetén:

— Kezdb6halmaz: X, = {s|QeL(s)}

‘ Eddig ‘/ﬁmegelézé ’ ... P-vel
cimkézettek és ... allapotai kozul amelyek ... cimkézettek

— Bovités vége: Ha X, = X, azaz nem bdvul a halmaz




CTL modell ellendrzés:
Fixpont iteracio

Teljes halok

« KS=(S,R,L) Kripke-struktura
« (25, <) teljes halot képez, mivel
— c reflexiv, tranzitiv, antiszimmetrikus
— 25 tartalmazza a felsé (S) és alsé () hatart
« Legyen: 1: 25 — 25 leképzés t(z) jeloléssel
— t monoton, ha z,cz, esetén t(z,) < t(z,)
— 1 U-folytonos, ha z,cz, cz; < ... esetén 1(Uz) = U, 1(z)
— 1t n-folytonos, ha z,oz, oz;o... esetén t("z) = N, 1(Z)

— Ha S véges, akkor a monotonitasbol adodik a
w-folytonossag és n-folytonossag




Fixpontok

 Fixpontok definicidja:

— Ifp ©(z) az a legkisebb zcS, amelyre t(z)=z

— gfp t(z) az a legnagyobb zcS, amelyre t(z)=z
« Tetelek:

— Tarski tétele (Iétezeés):

Ha S véges és t(z) monoton, akkor létezik legkisebb és
legnagyobb fixpont

— Kleene tételei (szamitasi mod):
Ha t(z) U-folytonos, akkor Ifp t(z)= Uit (D).
Ha t(z) n -folytonos, akkor gfp t(z)= Nt (S).

Fixpontok szamitasa

+ A téetelek alapjan belathatoé kovetkezmeény:

— Véges S és monoton t(z) esetén:
iy Ifp t(z)= 1 (D), ld. Ifp t(z2)= uit' (D)
Jjor  gfp ©(2)= ™ (S), ld. gfp t(z)= "' (S)

* lteracioval val6 szamitas (korlat az S mérete):
—Ifpt(2): O, 1(D), 14(D), ... amig ' (D)= t*1 ()
« Monoton né a halmaz mérete a fixpontig
—gfpt(z): S, t(S), 12(S), ... amig v (S)= t*1 (S)

* Monoton csokken a halmaz mérete a fixpontig




CTL operatorok és fixpont miveletek

« Pongyola megkozelités:

— Ifp: eshetbségek (pl. EF); adott tulajdonsagot teljesitd allapotokhoz
vezet6 utak kiindulo allapotai

— gfp: folyamatos igazsagok (pl. EG): adott tulajdonsagot
folyamatosan teljesitd utak kiindulo allapotai

« Tétel: Sat(EF p)= Ifp t(2),
— ahol 1(z) = Sat(p) w preg(z) itt analogia: EF(p)=p v EX EF(p)
— ahol preg(z) = {s | 3t: (s,t)eR és tez}, azaz
azoknak az allapotoknak a halmaza, ahonnan van atmenet z-be

— Itt fixpont szamitas: ,visszafelé Iépked az utakon”;
kezdballapotokat keres a p-t kielégit6 allapotba vezetd utakhoz
» Kezdetben &, ebbdl Sat(p) lesz az elsd bévités
+ Visszalépés az odavezets allapotokon: prec(z) lépked visszafele

preg(z) szamitasa

preg(z,) Z; (=Sat(p))

© § 6

« Sat(p) lesz az elsé lépés eredménye

* preg(z) az iteracio soran visszafelé lépked az egyes utakon,
kezdballapotokat keresve a Sat(p)-be vezetd utakhoz




EF(P) iteracios példa

2y=0 O— @,
P
z,=Sat(P)upreg(z,)=Sat(P)
O— O
Py
z,=Sat(P)upreg(z,)
o— @,
ey

Z,=Sat(P)upreg(z,)

ey

CTL operatorok es fixpont miveletek

Tételek (folytatas): L
Terminald utakon
° Sat(EG p)= gfp ’C(Z), santit az analégia
— ahol 1(z)= Sat(p) " preg(z)
analégia: EG(p)=p A EX EG(p)

— Itt fixpont szamitas: csak az olyan utak kellenek, ahol p
minden allapotban igaz (Id. metszet Sat(p)-vel)
« Kezdetben S, ebbdl az elérhet6 Sat(p)
» Visszalépés az olyan odavezeté allapotokon, ahol igaz p

» Sat(E(p U q))= Ifp 1(2),

— ahol t(z)= Sat(q) v (Sat(p) " preg(z))
analogia: E(pUq)=q v (p A EX E(pUQ)




CTL modell ellendrzeés iterativ modszerrel

» Alapelv: Kifejezések felbontasa és ,belulrdl kifelé”
Sat(..) szamitasok:
AXAG (p AE(QUR))
—7

N

G

Y
V

V

—

[
AN

« Szabalyok: A szintaxis definicio alapjan
— Sat(P) = {s | PeL(s)}
— Sat(—p) = S\ Sat(p)

— Sat(paq) = Sat(p) » Sat(q)
Sat(pvq) = Sat(p) v Sat(q)

« Szabalyok (folytatas):
— Sat(EF p) szamitas: Ifp t(z)
« ahol 1(z)= Sat(p) U preg(z)
* ahol preg(z)={s | 3t: (s,t)eR és tez}
azaz az iteracio:
* 2)= D
* 24= 1(24)=1(9)
* Z,.,= 1(z,)= Sat(p) U preg(z) = Sat(p) v {s | 3t: (s,t)eR és tez}
« amig z,,,= z, és itt z, = Ifp t(z) = Sat(EF p)




« Szabalyok (folytatas):
— Sat(EG p) szamitas: gfp t(z)
* ahol 1(z)= Sat(p) N preg(z)
* ahol preg(z)={s | 3t: (s,t)eR és tez}
azaz az iteracio:
2= S
* 24= 1(Z,)=1(S)
* Z,,= 1(z)= Sat(p) n {s | 3t: (s,t)eR és tez}
« amig z,,,= z, és itt z, = gfp t(z) = Sat(EG p)
— Sat(E(p U q)) szamitas hasonloéan
— Tovabbi CTL operatorok mint helyettesitések kezelhetok

A modell ellendrzés halmazmuveleteket jelent!

CTL modell ellen6rzés komplexitasa

Worst case id6komplexitas: O(|S|?x|p|)
— |S|? az atmenetek szama worst case esetben (Id. pre(z))

— |p| az operatorok szama;
itt a szintaxis szabalyainak megfelel6en bontjuk fel a kifejezést és
kulon-kulon szamitjuk a Sat(..) halmazt

— PLTL-nél kedvezbbb (pedig elagazé idejl logika);

« de itt a PLTL kifejezés soha nem hosszabb, mint az ugyanazt a
tulajdonsagot leiré CTL kifejezés (ha van ilyen)

FairCTL esetén: O(|S|%x|p|x|ql)

— Itt g a fair utvonalak megadasara szolgalo kifejezeés

CTL* esetén: O(|S|? x 2IrI)

— Itt a beagyazott PLTL kifejezések kotetlensége miatt jon be
komplexitasnovekedeés

— Id. PLTL modell ellenérzés komplexitasa: O(|S|? x 2IPI)




Modalis mu-kalkulus

Modalis mu-kalkulus

Szintaxis:

p:=P|Z|—-p|pap|[alp|<a>p|uZ.p|vZp
Kozvetlenul a fixpont operatorokat tartalmazza
— vZ.p legnagyobb fixpont (Z valtozo, ahol p nyitott kifejezés Z-re)

* az a legnagyobb zcS halmaz, melyet ujra megkapunk, ha a p(Z)
formulat azzal az interpretacioval értékeljuk ki, hogy Z a z-n igaz

— uZ.p legkisebb fixpont (ahol p nyitott kifejezés Z-re)
El6iras: Z paros szamu negacio hatékorében fordulhat eld
— Igy kapunk monoton kifejezéseket, Sat(p) iteracioval szamithato

CTL* is lefedhetd vele (kifejez6képessége nagyobb)
Worst case id6komplexitas: O(|S|?x|p|?)

— Itt a az egymasba agyazott valtakozo fixpont operatorok szama
(,alternation depth”)

— CTL esetén az alternation depth 1 (fuggetlen fixpont miveletek),
altalanos esetben ennél nagyobb is lehet




« CTL: egymasba agyazott fixpont kifejezések kozott nincs
fuggbseg:
pl. AG EF p = vZ.(uY.(p v EX(Y))AAX(Z))
— Egy belsé fixpont kifejezés nem fugg egy kulsé fixpont kifejezés
valtozoitol
— Egy-egy kifejezeés kiértékelhetd belulrél kifelé haladva,
egyenként feloldva az egyes operatorokat

- Altalanos eset:
pl. vZ.uY.(<b>Z v <a>Y), van a és b lepésekbdl allo ut,
végtelen sokszor el6forduld b-vel
— Kolcsonos fuggbség van a legkisebb és legnagyobb fixpont
kifejezések kozott

— Az iteracio “ellenkezé iranyba tart”, ujraszamolt belsé iteracid
szukseges a kulsoé iteracios lépésekben




