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1 Bevezeto

A mérés soran az aldbbi miikddési moédot szimuldljuk le: az egyes lépések a kialakitott
munkafolyamatban kiillonb6z6 késleltetéssel hajtddnak végre, mi ezeket a késleltetéseket vetjiik ala
statisztikai jellemzésnek.

Ennek megfelel6en a mérés soran elvégzendd feladatok a kovetkezbek:

1. Instrumentdljuk a kédunkat gy, hogy az egyes 1épések automatikusan hajtédjanak végre, a
késleltetési értékeket szimuldljuk a Java pszeudo random szadmokat generald fliggvénye
segitségével kétféleképpen!

2. Futtassuk le a folyamatot 1000-szer, 5000-szer és 10000-szer, a tevékenységek atlagos
késleltetéseit (akar a beérkezési és tovabbadasi id6pillanatot, akar az abszolut id6kiilonbséget)
rogzitsiik le egy-egy csv-ben!

3. Végezziink felderit analizist a hdrom szamsoron, hatarozzuk meg a kapott empirikus eloszlas
fébb jellemz6it! A centralis hatareloszlas tételét alkalmazhatjuk-e itt hipotézisek felallitasara és
ha igen, milyen m6don?

4. Tudjuk-e a centralis hatareloszlas tételét itt Uigy hasznalni, hogy a varhat6 értékre adott
becslésiink pontosabb legyen?

5. Allitsunk fel hipotéziseket a mérések atlagat illetéen, majd elemezziik azok kimenetét!

6. QQ-plot és khi-négyzet proba segitségével vessiik 6ssze az 5000 és 10000 futtatas esetén kapott
atlagos késleltetéseket (homogenitasvizsgalat)!

7. Khi-négyzet prdéba segitségével végezziink illeszkedésvizsgalatot az egyenletes diszkrét
eloszlasunk vizsgalatara!

8. A kiadott csv-ben talalhaté késleltetéseket elemezve hatarozzuk meg az egyes tevékenységekre
jellemz6 eloszlasokat, valamint azok empirikus atlagat és szorasat! A kiadott késleltetések
alapjan hol van(nak) a rendszer sziik keresztmetszete(i)?

A tovabbiakban a mérést segitendd elméleti hatteret részletezziik.

2 Pszeudo random késleltetések

A Java Random osztdlya hasznalhat6 egyenletes vagy normalis eloszlasbél szarmazé mintak
generalasara, el6bbi tdmogatja mind a [0, 1.0] intervallumba es& folytonos, mint példaul az Integer
tipusu diszkrét értékeket eldallitdsat. A mérés soran prébaljuk ki a folytonos normalis eloszlast
(nextGaussian()) és a diszkrét egyenletes eloszlast (nextInt(n))!

3 A centralis hatareloszlas tétele

Tételezzik fel, hogy néhanyszor mintavételeziink egy adott populdciobdl és kiszdmoljuk a mintak
atlagat. Ezek utan ezeket az atlagokat dsszegyiijtjiik és meghatarozzuk ezek atlagat is, legyen ez m.
Ekkor a centralis hatareloszlas tétele szerint bizonyos feltételek mellett az atlagok normalis eloszlast
kovetnek és a kiszamolt m érték j6 becsl6je a nagy populacié varhatd értékének, fliggetleniil a populacid
eloszlasatol.

Azaz, X ~ N(mean = u,SE = j_ﬁ)’ ahol x jeloli a mintaatlagokat, 4 a populacié atlagot, s a populacié
szorasat és n a mintaméretet.

A centralis hatareloszlas tételét szemlélteti az aldbbi webes alkalmazas (Abra 1). A feliileten 4 eloszlas
koziil lehet kivalasztani a populacié eloszlasat (ezt megfeleléen lehet paraméterezni), majd ki lehet
valasztani a mintdk méretét és szamat. A legalsé panel bemutatja a mintakbdl szamolt atlagokbol
alakult eloszlast.



http://spark.rstudio.com/minebocek/CLT_mean/
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Abra 1 A hivatkozott alkalmazas felhasznaléi feliilete

Amit érdemes megfigyelni:

o Tetszblegesen valaszthatdé a populacié eloszlasa, az atlagokbdl képezett eloszlas mindig
normalis eloszlast fog kovetni.

e Minél kisebbek mintakat vesziink, annal kevésbé kozelitjiik a normalis eloszlast.

e Minél kevesebb mintat vesziink, a végsd becslésiink a varhato értéket tekintve annal rosszabb
(annal nagyobb az atlagokon szamitott szoras).

A centrdlis hatareloszlas tétele hatalmas jelent6ségli, hiszen lehetdvé teszi a nagy populacié egy
értékének pontos (behatarolhaté hibaju) becslését a populaciébdl vett mintak értékeibdl. Példaul, a
magyar kozépiskolasok I[Q-janak varhaté értéke becsiilheté 1Ugy, hogy minden megyébdl
véletlenszerlien kivalasztunk néhany diakot, azokkal elvégeztetiink egy-egy tesztet, majd az egyes
megyék atlagabdl szamolunk egy varhato értéket. A reprezentativ mintavétel technikait jelen jegyzet
nem targyalja, a becslés pontossagarol alabb lesz majd szo.

Milyen feltételek teljesiilése sziikséges a centralis hatareloszlas tételéhez?

e Fiiggetlenség: a mintaba keriil6 elemek egymastol fliggetlen kivalasztasa biztositott kell hogy
legyen.

o véletlenszerl mintavételezéssel

o ha a mintavételezés visszatevés nélkiili, egy mintdba nem keriilhet tobb elem, mint a
populacié 10%-a
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e Mintaméret: 6kolszabdly szerint ha a mintavételezett populdcié nem normalis eloszlast kovet
vagy ha nem szimmetrikus, a tétel csak 30-nal nagyobb méretli mintaknal alkalmazhaté
biztonsagosan.

Mennyire becsiiljiik pontosan a varhato értéket ilyenkor?

Arrél mar volt sz6, hogy a mintavétel soran az egyes mintak atlagabol eloszlast képeziink és ennek az
eloszlasnak az atlaga j6 becsléje a populacié atlaganak. Ennek az eloszlasnak az empirikus szérasaval
ugyanakkor azt is meg tudjuk mondani, mennyire becsiiltiink j6l: a populacié szdrasa biztosan kisebb,
mint az eloszlas szordsa és a mintaszam gyoke kozott szamolt hanyados.

. , , . . . L1 s, 20 1
A fenti alkalmazdsban tehat 20 szérasd normalis eloszlasbdl 400 mintat véve Taoo = 1-hez kozeli

szorasu eloszlast kell hogy kapjunk a végén, fliggetleniill a mintdk szamatdl és a normalis eloszlas
beallitott varhaté értékétol.

Az egyenl8ség igaz a masik oldalrdl nézve is: ha legalabb SE (mint sampling error) hibaval szeretnénk
megbecsiilni a populacié varhaté értékét a populaciéo becsiilt s szoérdsa mellett, akkor egy-egy
mintavételnél legalabb (SiE)Zmintét kell begytjteniink.

4 Egymintas u-préba végzése

Az atlagokbdl képezett eloszlas (a random generalds modjatol fiiggetleniil) varhatéan normalis eloszlast
fog kovetni (természetesen ezt ellendrizziik is le). Ellendrizziikk le egymintds u-prébaval, hogy az
eloszlas varhato értéke lehet-e 0.5, 0.1, illetve teszteljiik le az atlagokbdl kapott eloszlas varhaté értékét
(az atlagok atlagat) is!

Az egymintds u-préba (az angol terminoldgidban z-test) bemenete egy normalis eloszlasunak
feltételezett populacio, valamint egy m érték, amelyet a normalis eloszlas varhato6 értékének (“populacio
atlag”) feltételeziink.

Nullhipotézise: az adott populacié atlaga egy adott m értékkel egyenld.

Alternativ hipotézise: az adott populaci6 atlaga nem egyenl6 az adott m értékkel.

x-m

A proébastatisztika értéke: u = ?, ahol ¥ adja a mintaatlagot, m az adott teszt értéket (a mi
Vn

esetlinkben ez 0.5 illetve 0.1 lesz), a ¢ a mintabdl szarmaz6 szérast, n-nel pedig a minta méretét jeloljiik
(itt most ez 1000, 5000 stb. lesz).

Egymintas u-tesztet R-ben a BSDA csomag z.test nevii fiiggvényével végziink, itt adhaté meg a populacio
atlag. A p-értéket altalaban 0.05 alatt a nulhipotézist cafol6 bionyitéknak tekintjiik.

5 Homogenitasvizsgalat qq-plottal

Tételezziik fel, hogy van két valtozonk és szeretnénk megallapitani ezekrdl, hogy azonos eloszlas
generalta-e 6ket.

Ahhoz, hogy ezt felderitsiik, szokds a két valtozo un. qq-plotjat felrajzolni, amely az egyes empirikus
eloszlasok adott kvantiliseit abrazoljak egymashoz képest.

Emlékeztet6il: a q. kvantilis az adott valtozé azon értéke, melynél kisebb mintaelemek hanyada q. A
0.25, 0.5, 0.75. és 1. kvantilisokat kvartilisoknak hivjuk, ha %-os aranyban fejezziik ki magunkat, akkor
percentilisekrdl beszélliink.

Abban az esetben, ha két valtozdt ugyanaz az eloszlas generalt, akkor az egyes kvantiliseik hasonld
pontokba esnek (feltételezziik, hogy a két mintank megfeleléen nagy), igy az egyes kvantiliseket
egymashoz képest abrazolva egy egyenest kapunk.

A QQ-plot elénye, hogy a kiilonb6z6 eloszlasokat nagyon gyorsan ki tudjuk sziirni, illetve hogy igy
kiilonb6z6 elemszdmui mintdk dsszevetésére is lehetdségiink nyilik.

4
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R-ben a qgplot paranccsal tudjuk az x és y bemend valtozoként kapott egydimenzids eloszldsok QQ-
plotjat eléallitani.

6 Homogenitasvizsgalat és illeszkedésvizsgalat khi-négyzet probaval

A khi-négyzet préba (chi-square test) két diszkrét eloszlas azonossagat cafolhatja az aldbbi médon:

Nullhipotézis: a két vizsgalt diszkrét eloszlas homogén

Alternativ hipotézis: a két vizsgalt diszkrét eloszlas nem homogén

A tesztstatisztikat nem részletezzik.

R-ben a chisq.test fiiggvény alkalmazasaval futtathatunk homogenitasvizsgalatot.

7 Mesterséges adatok

Legyen adott egy iizleti folyamat (Abra 2), amelyben elébb egy fork-join, majd egy déntéshozatal
torténik, egyébként az egyes tevékenységek szekvencialisan kovetik egymast.

A csatolt csv dllomanyban 10 000 kisérlet késleltetési adatai talalhatoéak percekben.
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Abra 2 Az elemzendé folyamat

Az elemzés soran a kovetkez6 kérdésekre keressiik a valaszt:

1. Milyen az egyes tevékenységek elvégzési idejének eloszlasa?

a. Végezzen felderit6 analizist az egyes késleltetéseket illetGen!
b. Becsiilje meg a késleltetések eloszlasat és hatarozza meg azok empirikus paramétereit!

A jo kozelitéssel egyenletes eloszlassal jellemezhetd tevékenységeken végezzen khi négyzet
probat sejtésének igazolasara!

Valasszon ki egy masik diszkrét eloszlast és végezzen arra is egyenletes eloszlasu
illeszkedésvizsgalatot majd dokumentalja az eredményt!

QQ-plottal hasonlitsa dssze a folytonos értékeket tartalmazd eloszladsokat, hatirozza meg
sejthet6en egy eloszlasbdl szarmazé tevékenységeket!

Egy, a normalis eloszlast kovet6 tevékenységet vessen ala egymintas u-prébanak!

a. * Valasszon ki két normalis eloszlasu tevékenységet és vesse ala 6ket kétmintas u-
prébanak!

Milyen az eloszlasa a teljes workflow futasi idejének?

a. *Egyszer(i korrelacidanalizissel hatarozza meg, van-e olyan tevékenység, amelynek
késleltetése jelent6sen meghatarozza az 6ssz futasi id6t?

A join utan taldlhat6 eldgazdson nem latjuk a feltételt. Meg tudjuk-e tippelni pusztan az els6 4
tevékenységi id6it elemezve, mi lehet az elagazasi feltétel?

Meg tudunk-e nevezni konkrétan egy-két szlik keresztmetszetet a tevékenységek kozott?




