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Kepler sejtés

- Sejtés: Gombokkel a legjobb térkitoltés
a hexagonalis és a lapkozepes
kockaraccsal érheto el. (Johannes
Kepler, 17. szazad)

- Teljes bizonyitas: Thomas Hales, Annals
of Mathematics, 2005

- A bizonyitas nagy része szamitogép
segitségével késziilt (tobbvaltozos
magasabbrend(l egyenl6tlenség-
rendszerek megoldasa)

- Az alapotlet (bizonyitasi stratégia) Fejes
Toth Laszlotol szarmazik
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A bizonyitas
- A teljes bizonyitas tobb mint 300 oldal

- A referee csoport csak 99%-1g volt biztos a helyességében

- Flyspeck projekt: 2014-re a teljes bizonyitast formalizaltak
és tételellendrzo szoftverekkel ellendrizték

- Bizonyitasi stratégia:
- Bontsuk fel a teret korlatos (kicsi) cellakra (Marchal cellakra)

- Indirekt: tegytik fel, hogy van egy ellenpélda, ekkor erre nagyon
sok feltételnek teljestilnie kell

+ Egy cellan belil nem tal sok gomb lehet, esetszétvalasztas
aszerint, hogy a kozépsot hany érinti

- Az egyes ellenpéldakra teljesiilé nemlinearis egyenlGtlenségeket
linearis programma alakitjuk, amikrdl bizonyithaté az
ellentmondasossag

« Végil: az 6szes lehetséges ellenpélda ellentmondasra vezet




Idézetek

“The news from the referees is bad, from my perspective. They have
not been able to certify the correctness of the proof, and will not be
able to certify it in the future, because they have run out of energy to
devote to the problem. This is not what I had hoped for.”

(Robert MacPherson)

“The referees put a level of energy into this that is, in my experience,
unprecedented.”
(Thomas Hales)




HOL Light

- HOL (Higher Order Logic) tételbizonyit6 csalad tagja
- Tipuselméleten alapul

- Interaktiv tételbizonyitas

- Nem Kkell beirni a teljes formalis bizonyitast, sok kovetkeztetési
szabalyt automatikusan hasznal

- A tételek bizonyitasa interaktiv ,jaték”

- OCaml alapu
* Funkcionalis programnyelv
+ Sok hasznos segédeszkozt tartalmaz (pl lexer)

- A tételek olyan tipusok, amik csak az axiomakbol johetnek
ki kovetkeztetési szabalyok segitségével

- Maga a kernel csak par szaz soros kod

- Linux, OS X, Windows tamogatott




HOL Light, formalizalt
. /7y 7

bizonyitasok

- Godel els6 nemteljességi tétele

- Primszamtétel

- Jordan gorbe tétel

- Kvadratikus reciprocitasi tétel

- Algebra alaptétele

- Pithagorasz tétel
- ... még kb. 100 egyéb kisebb tétel




HOL-Light, szintaxis

- V univerzalis kavantor: !

- 3 egzisztencialis kvantor: ?

- Logikai szimbélumok: és /\, vagy \/, konjunkci6 ==>
- Tétel: | -

- Valds szamok: & (pl. &3 az 3.0 valos szamot jeldli, de a 3
a 0 harmadik rakovetkezojét)

- Példa: |- ! &x ( x < &0 \/ &0 <= x )




HOL-Light eszkozok

¢ =1t REFL reflexivity of equality
'Fs=1t AFt=u TRANS wansitity of iy
ransitivity of equali
TUAFs=u
I'f=g Frx=y
MK_COMB congruence of equalit
TUAF f(z) = g(y) ? e
'Fs=t
ABS bstracti f li t not be free i
TF (/\I.S) — (/‘\I.I‘) abstraction of equality (x must not be free in )
F{Axt)x =1t BETA connection of abstraction and function application
{rttp ASSUME assuming P, prove P
TFp= AF
L | 4 EQ_MP relation of equality and deduction
'uAtkg
I'kFp Al g

DEDUCT_ANTISYM_RULE | deduce equality from 2-way deducibility
F—{ehu(A—{p}H)Fp=g¢
Clzy,...,x,) b play,. .. 2]
F[fl . .tn] l‘p[fl ...f,,,]

[Mey, ..., o, Fplag, ..., vy

INST instantiate variables in assumptions and conclusion of theorem

INST_TYPE instantiate type variables in assumptions and conclusion of theorem

[[r,...,m Fpln,..., Ta)




HOL-Light tovabbi
tulajdonsagai

- Szamos matematikai fogalmat ismer: mérték,
geometriail jelolések, térbeli testek tulajdonsagai, affin
és konvex halmazok a térben

- Szamos eldre bizonyitott tételt tartalmaz: Brouwer fix-
pont tétel, Krein-Milman tétel, Stone-Weilerstrass tétel
és szamos ekevésbé 1smert de hasznos lemma

- Hasznalat6 az “az altalanossag megsértése nélkil”
tipusu érvelés




Isabelle

- HOL (Higher Order Logic) tételbizonyité csalad tagja
- Zermelo—Fraenkel set theory (ZFC)
- Tobbféle stilusban irhatunk bizonyitasokat

- Szamos informatikai felhasznalas
« HP 9000 szerver elOzetes tesztelése, szimulalasa

+ sel.4 mikokernel hibamentességének bizonyitasa (a projekt
soran 160 hibat talaltak!)

- Lightweight Java tipusbiztonsaga

- Linux, OS X, Windows tamogatott




theorem sqgrt2 not rational:
"sgrt (real 2) & Q"

proof
assume "sqgrt (real 2) € Q"
then obtain m n :: nat where
n nonzero: '"n # 0" and sqrt rat: "|sqrt (real
2)! = real m / real n"
and lowest terms: "gcd m n = 1"
from n nonzero and sgrt rat have "real m = |sqgrt
(real 2)| * real n" by simp
then have "real (m?) = (sgrt (real 2))? * real
(n?)" by (auto simp add: power2 eq square)
also have " (sgrt (real 2))? = real 2" by simp
also have "... * real (m?) = real (2 * n?)" by
simp
finally have eqg: "m? = 2 * n?2"

hence "2 dvd m?"

with two is prime have dvd m: "2 dvd m" by (rule
prime dvd power two)

then obtain k where "m = 2 * k" ..

with eq have "2 * n? = 22 * k?" by (auto simp add:
powerZ eq square mult ac)

hence "n? = 2 * k2" by simp

hence "2 dvd n?2"

with two is prime have "2 dvd n" by (rule
prime dvd power two)

with dvd m have "2 dvd gcd m n" by (rule
gcd greatest)

with lowest terms have "2 dvd 1" by simp

thus False by arith
ged




Tételbizonyitok
0sszehasonlitasa

proof assistant proof style of the system

HOL Light procedural
Mizar declarative
ProofPower procedural
Isabelle both possible
Coqg procedural

Procedural: a bizonyitas fo 1épéseit, céljait adjuk meg, a
maradékot automatikusan generalja a program

Declarative: a bizonyitasokat egy az egyben apro
lépésenként adjuk meg (pl. programkddok ellendrzésénél
hasznaljak)




Flyspeck projekt
- Thomas Hales vezette

- Célja a Kepler sejtés bizonyitasanak teljes formalizalasa
és verifikacioja

- 2014-ben sikeresen lezartak
- 500,000 sornyi script

- Barki szamara hozzaférheto:



https://code.google.com/p/flyspeck/
https://code.google.com/p/flyspeck/
http://arxiv.org/abs/1501.02155v1
http://arxiv.org/abs/1501.02155v1

A Kepler sejtés formalizalasa

Legyenek a gombok egységgombok

| - packing V <=>
('au v. u INV /\ v IN V /\ dist(u,v) < &2 ==> u = V)

Pakolas: barmely két gomb diszjunkt, azaz a kozéppontjaik
tavolsaga legalabb 2

|- the kepler conjecture <=>
(!'V. packing V
==> (?c. !r. &1 <=1
==> & (CARD(V INTER ball(vec 0,r))) <=
pi * r pow 3 / sqgrt(&l8) + ¢ * r pow 2))

Minden pakolasra létezik c, hogy barmely r sugara gombre, a

gombon belili pontok szama:

3
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A Kepler sejtés bizonyitasa

- Tobb ezer nemlinearis egyenlotlenség:
the nonlinear inequalities

- A lehetséges ellenpéldak kombinatorikus strukturaja:
import tame classification

- Linedris programok: linear programming results

- A Kepler sejtés:
|- the nonlinear inequalities /\
import tame classification ==>
the kepler conjecture




A verifikacio
- the nonlinear inequalities

* Microsoft Azure felh6ben 5000 processzor ora

- Radboud University: 60 hyperthreading Xeon 2.3GHz CPUs:
6 nap

- Ezek ismeretében egy atlagos szamitogépen kb. 4 6ra a
verifikacid
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- Johannes Kepler, Six-Cornered Snowflake, 1611
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- Thomas Hales et al., The formal proof of the Kepler
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